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2 Schnitt zweier Ebenen

Zwei zueinander geneigte Ebenen schneiden sich in einer Geraden.
Stehen die Ebenen parallel zueinander, gibt es keine gemeinsamen
Punkte. Beim trivialen Fall -

Profi-Tipp &

sind die Ebenen identisch, - : :

) o ) Die Schnittmenge zweier Ebenen
liegen also ineinander. Wie | yirq am einfachsten mithilfe der
man die Schnittmenge in  |beiden Koordinatengleichungen

den jeweiligen Fallen rech- berechnet. Die Berechnung mit

nerisch bestimmt, wird im | den Parameterformen ist unver-

haltnismaRig aufwendig.

Folgenden gezeigt.

Beispiele
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Beispiel 1: die Ebenen schneiden sich in einer
Geraden
Bestimmen Sie die Gleichung der Schnittgeraden
zwischen den Ebenen
E: 4X1—2xp+x3=31 und F: 2X1 - 3%y +Xx3=7

1. Schritt: Aufstellen eines Gleichungssystems

Da die Punkte der Schnittmenge gleichzeitig auf beiden Ebenen liegen,
miissen deren Koordinaten auch beide Ebenengleichungen erfiillen.
Diese Bedingung fiihrt zu folgendem Gleichungssystem:

E: 4x3-2X+x3=31 0]

Fi 2X1—-3Xp+Xx3=7 (D)

2. Schritt: Losen des Gleichungssystems

Ein LGS, das aus zwei Gleichungen und drei Variablen besteht, wird am
einfachsten mit dem Additionsverfahren gelést (- Kapitel ,,Lineare
Gleichungssysteme in der analytischen Geometrie™):

4x1 - 2% +x3=31 (1)
—4X1 + 6% —2X3==14 (V) =(11)- (-2

4X1—2X2 +X3=31 (V)

4Xg —x3 =17  (VI)=(111) + (IV)

Da in Gleichung (v1) eine Variable frei wahlbar ist, hat dieses Gleichungs-
system unendlich viele Lésungen. Um die Losungsmenge anzugeben,
setzt man fiir eine der zwei x-Koordinaten in Gleichung (v1) die Variable t
(t O R) und driickt anschlieBend die beiden anderen Variablen in Ab-

héngigkeit von t aus. Mit x, =t folgt durch Einsetzen in Gleichung (v1)
4%y — X3 =17 fir x3:

At -x3=17 O+x3-17

4t - 17 =x3 bzw. x3 =-17 + 4t

Durch Einsetzen von x, =t und x3=-—17 + 4t in Gleichung (v)

4, — 2% + x3 = 31 folgt fur xq:

4 -2t —-17+4t=31

4x1 +2t-17=31 0+ 17 -2t
4xq1 =48 -2t o:4
X1212—0,5t

3. Schritt: Deutung der berechneten x-Koordinaten
als Schnittgerade
Betrachtet man die berechneten x-Koordinaten als Komponenten eines
Vektors, der die Lage der Schnittpunkte beschreibt, folgt:
X1 12-0,5t
X3 -17 + 4t
Durch Aufspalten in eine Summe aus zwei Vektoren ergibt sich:
12-0,5t 12 -0,5t 12 -0,5
SIENELIEPRUIEEEY
-17 + 4t -17 4t -17 4
Genau das ist die Parameterform einer Geraden (— Kapitel ,,Geraden-/

Ebenengleichung”, Abschnitt 1). Die gesuchte Schnittmenge ist also eine
Gerade.

Ergebnis: 12 ~0,5
Die Ebenen schneiden sich in der Geraden g: X = ( 0 ) +t- ( 1 )
-17 4

Beispiel 2: parallele Ebenen
Bestimmen Sie die Schnittmenge
zwischen den Ebenen:

E: 9xg +6xp—12x3=5 und

F: 3xg+2x0—-4x3=-1

e 7
e 7

1. Schritt: Aufstellen eines Gleichungssystems

E: 9xp +6x%xp—-12x3=5 )
F: 3Xg+2x0—-4x3=-1 (D)
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2. Schritt: Losen des Gleichungssystems

9x1 + 6X2—12X3=5 (1
—9x7 —6xp +12x3=3 avy=(1y-(-3)
9%y + 6xp—12x3=5 )

0=8 V1) = (1) + (1V)
Dieses Gleichungssystem hat keine Losung, da unabhéngig von der Wahl
der x-Koordinaten immer die falsche Aussage 0 =8 herauskommt.

Ergebnis:

Es gibt keinen gemeinsamen Punkt zwischen E und F:
E n F={1}. Das heil3t: Beide Ebenen sind parallel zueinander.

Profi-Tipp
g Zwei parallele Ebenen erkennt

’ man auch daran, dass der M

Normalenvektor iy der einen
Ebene ein Vielfaches des Nor- 173

malenvektors N, der anderen

__Ebene ist.

{

Beispiel 3: identische Ebenen
Bestimmen Sie die Schnittmenge der Ebenen E und F:
E: —12x; + 2Xp + 10x3 =14 und F: 6X; —Xp —5x3=-7

1. Schritt: Aufstellen eines Gleichungssystems

E: —12Xxq +2xp +10x3=14 ()
F: 6X{—Xp—5x3=-7 (D)

2. Schritt: Losen des Gleichungssystems
—12x1 + 2%, + 10x3 =14 (1)

121 — 2% = 10x3 ==14 (v)=(11)-2
—12x1 + 2%, +10x3=14  (v)

0=0 V1) = (1) + (V)

Die Losung sind also all diejenigen Punkte, deren Koordinaten die Glei-
chung (v) erfillen. Das ist die Ebene E. Wenn aber die Ebene E die
Schnittmenge ist, muss die andere Ebene F mit ihr identisch sein.

Ergebnis:
Die Ebenen E und F sind identisch: E n F = {E} = {F}.




